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K を四面体とし,閉集合として考える. K の重心座標 (体積座標) を
($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2}, $\lambda$_{3},'$\lambda$_{4}) , 0\displaystyle \leq$\lambda$_{i}\leq 1, \sum_{i=1}^{4}$\lambda$_{i}=1
とし,整数 k\geq 1 に対して点集合 $\Sigma$^{k}(K) を
$\Sigma$^{k}(K)=\displaystyle \{(\frac{a_{1}}{k}, \frac{a_{2}}{k}, \frac{a_{3}}{k}, \frac{\acute{a}_{4}}{k}) |0\leq a_{i}\leq k, \sum_{i=1}^{4}a_{i}=k\}
と定義する (k= 3 の場合を図1に示す). このとき,与えられた連続関数 v に対して
$\Sigma$^{k}(K) のすべての点で v と一致する高々 k 次の多項式 $\Pi$_{K}^{k}v がただ一つ存在する.この
$\Pi$^{k}v を v の k次Lagrange補間という.本稿では,この k次Lagrange補間による補間誤
差 |v-$\Pi$_{K}^{k}v|_{m,p,K} の上界について考える.ここで | . |_{m,p, $\Omega$} は領域  $\Omega$ 上の Sobolev セミノ











- $\Delta$ u=f \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$,\\
u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$.
\end{array}\right.
ここで  $\Omega$ は \mathbb{R}^{3} の非凸な多角形領域とし, f \in  L^{2}( $\Omega$) を仮定する.このとき,弱解 u }よ
W^{2,2}( $\Omega$)\cap W_{0}^{1,2}( $\Omega$) の滑らかさを持つ.弱解の満たす方程式は
(\nabla u, \nabla $\varphi$)_{L^{2}( $\Omega$)}=(f,  $\varphi$)_{L^{2}( $\Omega$)} . for \forall $\varphi$\in W_{0}^{1,2}( $\Omega$)
となり,数値解を求めるため,有限要素法では  $\Omega$ を多数の四面体に分割し,その分割に
沿って連続な区分多項式を考えることが多い.ここでは,区分一次関数による近似を考
えよう.  $\Omega$ 上の区分一次関数で境界で零になるものの集合を  S_{h} とすると,有限要素解は
(\nabla u_{h_{\rangle}}\nabla $\varphi$)_{L^{2}( $\Omega$)}=(f,  $\varphi$)_{L^{2}( $\Omega$)} for \forall $\varphi$\in S_{h}
を満たす u_{h}\in S\'{n} として定義される. S_{h} は有限次元であるから,砺は連立一次方程式を
解くことにより求められる.
 $\Omega$ の有限要素分割を構醸する四面体要素を  $\tau$_{1}, $\tau$_{2\text{）}}\cdots ,㌔とし,  u\in W^{2,2}( $\Omega$) に対し,各
$\tau$_{k} 上で定義される $\Pi$_{$\tau$_{k}}^{1}u を接続して  $\Omega$ 全体を定義域にしたものを  $\Pi$^{1}u とする.このとき,
$\Pi$^{1}u は  $\Omega$ 全体で連続になる.  $\Pi$^{1}u を u の P_{1} 補間,もしくは区分線形補間,区分一次補間
などと呼ぶ.
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一般に , 四面体 K と u\in W^{2,2}(T) について
|v-$\Pi$_{K}^{1}v|_{1,2,K}\leq C_{K}|v|_{2,2,K}
なる評価が成り立つことが知られている.ここで C_{K} は K のみに依存する ㊥とは関係
ない) 定数である.この C_{K} を補間誤差定数という.




|u-$\Pi$^{1}u|_{1} ) 2, $\Omega$=\sqrt{\sum_{k}|u- $\Pi$ u|_{1,2,$\tau$_{k}}^{2}}\leq\sqrt{\sum_{k}C_{$\tau$_{k}}^{2}|u|_{2,2,$\tau$_{k}}^{2}}
\displaystyle \leq\max_{k}C_{$\tau$_{k}\sqrt{\sum_{k}|u|_{2,2,$\tau$_{k}}^{2}}=\max_{k}C_{$\tau$_{k}}|u|_{2,2, $\Omega$}}
が成り立つ.さらに,多面体  $\Omega$ においては
|u|_{2,2, $\Omega$}=\Vert $\Delta$ u\Vert_{2, $\Omega$}
が成り立つことが知られているので,最終的に
|u-u_{h}|_{1,2, $\Omega$}\displaystyle \leq\max_{k}C_{$\tau$_{k}}|u|_{2,2, $\Omega$}=\max_{k}C_{$\tau$_{k}}\Vert $\Delta$ u\Vert_{2, $\Omega$}=\max_{k}C_{$\tau$_{k}}\Vert f||_{2, $\Omega$}
が成り立つ. L^{2} 誤差については,Aubin‐Nitsche の技巧を用いることにより






り K は三角形もしくは四面体とする.これ以降, h_{K} =\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(K) を K の直径 (すなわ
ち,最大辺の長さ) , $\rho$_{K} を内接円の直径とする.
Ciarlet[3] やBrenner and Scott[2] など,多くの有限要素法の教科書に記載されている
のが以下の正則性条件である.
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定理1 (正則性条件)  $\sigma$ > 0 を定数とする. h_{K}/$\rho$_{K} \leq $\sigma$ が成り立つとき,  $\sigma$ のみに依存
する定数  C=C( $\sigma$) が存在して




定理2 (最大角条件)  $\alpha$< $\pi$ を定数とする.もし三角形  K の全ての角の大きさが  $\alpha$ 以下
ならば,  $\alpha$ のみに依存するのみに依存する定数  C=C( $\alpha$) が存在して
|v-$\Pi$_{K}^{1}v|_{1,2,K}\leq Ch_{K}|v|_{2,2,K}, \forall v\in H^{2}(\mathrm{K})
が成り立つ.
最大角条件は \mathrm{K}\check{\mathrm{r}}\mathrm{i}\dot{\mathrm{z}}\mathrm{e}\mathrm{k}[7] により四面体へ拡張されている.
K が三角形のとき,我々は,外接半径条件とよぶ以下の評価を得た [4, 5].
定理3 (外接半径条件)  1\leq p\leq\infty とし,  k,m を k\geq 1 かつ 0\leq m\leq k なる整数とする.
このとき,三角形 K上の k次Lagrange補間について以下の誤差評価が成り立つ.
|v-$\Pi$_{K}^{k}v|_{m,p,K}\leq CR_{K}^{m}h_{K}^{k+1-2m}|v|_{k+1p,K}, \forall v\in W^{k+1,p}(K)







四面体 K について,一つの面を選び,それを B とする. B の外接半径を R_{B} , 直径を
h_{B} とする.また, K を B に垂直な平面に射影すると三角形になり,三角形の形状は射影
する方向によって変わるが,あらゆる方向への射影を考えたときの三角形の外接半径の
最大値を R_{P} とする.このとき, K の射影外接半径を
R_{K}=\displaystyle \mathrm{m}_{B}\dot{\mathrm{m}}\frac{R_{B}R_{P}}{h_{B}}
と定義する. \displaystyle \min_{B} は, K の4つの面すべてについて考え,その最小値を取ることを意味
している.このとき,以下の誤差評価が成り立つ.
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1\leq p\leq\infty (k\geq 2 \text{）} k-m\geq 1)
\end{array}\right.
を満たすとする.このとき,四面体 K 上の k次Lagrange補間について以下の誤差評価
が成り立つ.
|v-$\Pi$_{K}^{k}v|_{m,p} )K\leq CR_{K}^{m}h_{K}^{k+1-2m}|v|_{k+1,p,K}, \forall v\in W^{k+1,p}(K)




なわちm=k=1 のときにはp>2 でなければならず, p=2 には適用できな \mathrm{t}\backslash . しかし,
m=k=1,p=2 の場合が除外されてしまうのは本質的であって,上で述べた誤差評価
を満たさない K と v の例を構成することができる (Appendix参照). 区分2次Lagrange
要素を用いた場合は p=2,m=1, k=2 として
|v-$\Pi$_{K}^{2}v|_{1,2} )K\leq CR_{K}h_{K}|v|_{3,2,K}, \forall v\in W^{3,2}(K)
なる誤差評価が重要となる.つまり,要素分割を細分化していく際には,四面体要素の
射影外接半径を小さくしていくことが重要となる.我々の導出した補間誤差評価を用い
ると,例えば,  $\epsilon$>0 を小さな数として,(0,0,0), ( $\epsilon$ h, 0,0) , (0,  $\epsilon$ h, 0) , (0,0, h) を頂点とす
る四面体 (図2) や,(0,0,0), (h, 0,0) , (h,  $\epsilon$ h, 0) , (0,0,  $\epsilon$ h) を頂点とする四面体 (図3) や,
(0,0,0), (h, 0,0) , (0, h, 0) , (0,0,  $\epsilon$ h) を頂点とする四面体 (図4) などは射影外接半径が大
きくならないので,有限要素解の精度を悪化させる要因にはならないが,図5∼ 図10の
図2: Spire 図3: Splinter 図4: Wedge
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図5: Spade 図6: Sliver 図7: Spindle
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Appendix: k=m=1, p=2 のときの反例
k=m=1, p=2 のときには
|v-$\Pi$_{K}^{1}v|1,2,K\leq CR_{K}|v|_{2,2,K}, \forall v\in W^{2,2}(K)
なる誤差評価が成り立たないことを,実際に反例を構成することで示す.このような反
例については Shenk[8] でも言及されているが,Shenk の反例は関数の構成が間接的で,
何が本質なのかわかり難い.ここでは,より具体的な関数で反例を構成する.



















よって k=1/h と取ると, h\rightarrow 0 のとき, K の射影外接半径は有界である一方,
\displaystyle \frac{|v-$\Pi$_{K}^{1}v|_{1,2,K}^{2}}{|v|_{2_{\text{）}}2,K}^{2}}\geq\frac{\frac{h}{32}(\log(1+1/h))^{2}}{8h(1+\log(1+1/h))}=\frac{(\log(1+1/h))^{2}}{256(1+\log(1+1/h))}\rightarrow\infty
となるので,射影外接半径を用いる誤差評価は適用できないということがわかる.
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